
 

ΛΥΣΕΙΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ (ΤΜΗΜΑΤΑ 

ΧΕΙΜΕΡΙΝΗΣ ΠΡΟΕΤΟΙΜΑΣΙΑΣ) ΤΗΣ 22-9-24 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Σχολικό σελ. 76 

Α2. Σχολικό σελ. 74 

Α3. Σ,Σ,Λ,Λ,Λ 

ΘΕΜΑ Β 

B1. 𝐷𝑔 = 𝑅∗ 

Παρατηρώ ότι  𝐷𝑓 ≠ 𝐷𝑔, οπότε 𝑓 ≠ 𝑔. 

Θεωρώ σύνολο 𝛤 = 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 = (0,+∞), οπότε για κάθε 𝑥 ∈ 𝛤: 

𝑔(𝑥) = 1 − 𝑙𝑛𝑥2 = 1 − 2𝑙𝑛𝑥 = 𝑓(𝑥) 

Άρα 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ 𝛤 

B2.    Θεωρώ την συνάρτηση 𝐻(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑥3−1
, 𝑥 ∈ (0,1) ∪ (1,+∞) 

Παρατηρώ ότι lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 1 > 0 και lim
𝑥→1
( 𝑥3 − 1) = 0, οπότε για 

κάθε  𝑥 ∈ (0,1) ∪ (1,+∞): 

𝐻(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑥3 − 1
=

𝑓(𝑥)

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)
=

𝑓(𝑥)

𝑥2 + 𝑥 + 1
∙
1

𝑥 − 1
 , 𝜇𝜀 

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)

𝑥2+𝑥+1
=
1

3
> 0  𝜅𝛼𝜄  lim

𝑥→1
(𝑥 − 1) = 0. 

Διακρίνω τις περιπτώσεις: 

α. Για 𝑥 ∈ (0,1)
⬚
⇔0 < 𝑥 < 1

⬚
⇒ 𝑥 − 1 < 0 

lim
𝑥→1−

𝐻(𝑥) =
1

3
∙ (−∞) = −∞ 



β. Για 𝑥 ∈ (1,+∞)
⬚
⇔𝑥 > 1

⬚
⇔𝑥 − 1 > 0 

lim
𝑥→1+

𝐻(𝑥) =
1

3
∙ (+∞) = +∞ 

Επομένως, δεν υπάρχει το όριο lim
𝑥→1⬚

𝐻(𝑥). 

B3.   

𝐷𝑓 = (0,+∞) 

Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ (0,+∞) με  

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)
⬚
⇒−2 ln(𝑥1) + 1 = −2 ln(𝑥2) + 1

⬚
⇒ 

𝑙𝑛𝑥1 = 𝑙𝑛𝑥2
⬚
⇒𝑥1 = 𝑥2 

Άρα η συνάρτηση 𝑓 είναι 1-1 , οπότε αντιστρέφεται. 

( Σχόλιο: Μπορούμε να δείξουμε ότι η συνάρτηση 𝒇είναι 1-1 και με 

την βοήθεια της μονοτονίας ) 

𝑦 = 𝑓(𝑥)
⬚
⇔𝑦 = −2𝑙𝑛𝑥 + 1

⬚
⇔𝑙𝑛𝑥 =

1 − 𝑦

2

⬚
⇔𝑥 = 𝑒

1−𝑦
2 , 𝑦 ∈ 𝑅 

Πρέπει 

𝑥 ∈ 𝑅
⬚
⇔𝑒

1−𝑦
2 ∈ 𝑅, 𝜋𝜊𝜐 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑦 ∈ 𝑅 

Επομένως 𝑓−1(𝑥) = 𝑒
1−𝑥

2 , 𝑥 ∈ 𝑅 

B4.          ℎ(𝑥) = 𝑒
1−𝑥

2 , 𝑥 ∈ 𝑅   

(ℎ)′(𝑥) = 𝑒
1−𝑥
2  ∙ (

1 − 𝑥

2
)
′

= −
1

2
𝑒
1−𝑥
2  , 𝑥 ∈ 𝑅   

(ℎ)′′ (𝑥) = −
1

2
∙ 𝑒
1−𝑥
2  ∙ (

1 − 𝑥

2
)
′

=
1

4
𝑒
1−𝑥
2  , 𝑥 ∈ 𝑅   

Επομένως,  

(ℎ)′(𝑥) + 2(ℎ)′′(𝑥) = −
1

2
𝑒
1−𝑥

2 + 2 ∙
1

4
𝑒
1−𝑥

2

= 0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥𝜖𝑅. 



 

B4=5.    Για κάθε 𝑥 ∈ (1,2) η εξίσωση γίνεται: 

𝑓(𝑥)

𝑥 − 1
= 1 −

ℎ(𝑥)

𝑥 − 2

⬚
⇔ 

(𝑥 − 2)𝑓(𝑥) + (𝑥 − 1)ℎ(𝑥) − (𝑥 − 1)(𝑥 − 2) = 0 

Θεωρώ την συνάρτηση  

𝑁(𝑥) = (𝑥 − 2)𝑓(𝑥) + (𝑥 − 1)ℎ(𝑥) − (𝑥 − 1)(𝑥 − 2), 𝑥 ∈ [1,2] 

Η συνάρτηση N είναι συνεχής στο [1,2], ως άθροισμα, γινόμενο και 

σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. 

𝑁(1) = −𝑓(1) = −1 < 0 

𝑁(2) = ℎ(2) = 𝑒− 
1

2 > 0 

Άρα 𝛮(1)𝛮(2) < 0, οπότε από το θεώρημα Bolzano έχει στο διάστημα 

(1,2) τουλάχιστον μια ρίζα η εξίσωση 

𝛮(𝑥) = 0
⬚
⇔

𝑓(𝑥)

𝑥−1
= 1 −

ℎ(𝑥)

𝑥−2
. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.     Θεωρώ συνάρτηση 

𝐻(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 1

𝜂𝜇𝑥

⬚
⇔𝑓(𝑥) = 𝐻(𝑥) ∙ 𝜂𝜇𝑥 + 1, 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 0,  

𝜇𝜀 lim
𝑥→0

𝐻(𝑥) = −1. 

Οπότε, lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0
(𝐻(𝑥) ∙ 𝜂𝜇𝑥 + 1) = (−1) ∙ 0 + 1 = 1. 

Όμως η  𝑓 είναι συνεχής, άρα είναι συνεχής και στο 𝑥𝑜 = 0 

επομένως, 𝑓(0) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 1. 

  𝑓(0) =
02+𝜅

𝑒0
= 𝜅, ά𝜌𝛼 𝜅 = 1, δηλαδή 𝑓(𝑥) =

𝑥2+1

𝑒𝑥
, 𝑥 ∈ 𝑅. 



Γ2.         𝑓′(𝑥) =
2𝑥𝑒𝑥−(𝑥2+1)𝑒𝑥

𝑒2𝑥
= −

(𝑥−1)2

𝑒𝑥
,   𝑥 ∈ 𝑅 

Παρατηρώ ότι 𝑓′(𝑥) ≤ 0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ 𝑅, με την ισότητα να ισχύει 

μόνο για 𝑥 = 1, στο οποίο σημείο η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής, 

άρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο R, οπότε και 1-1. 

Για κάθε 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅, 𝜇𝜀 𝑎 < 𝛽: 

ln
𝛽2 + 1

𝛼2 + 1
< 𝛽 − 𝛼

⬚
⇔ ln

𝛽2 + 1

𝛼2 + 1
< 𝑙𝑛𝑒𝛽−𝛼

⬚
⇔
𝛽2 + 1

𝛼2 + 1
<
𝑒𝛽

𝑒𝑎
⬚
⇔ 

𝛽2 + 1

𝑒𝛽
<
𝛼2 + 1

𝑒𝑎
 
⬚
⇔𝑓(𝛽) < 𝑓(𝑎)

𝑓↓
⇔𝛽 > 𝛼,   𝜋𝜊𝜐 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄. 

 

Γ3.         

Για κάθε 𝑥 ∈ 𝑅: 

𝑥2 + 1 = 2𝑒𝑥−1
⬚
⇔ 

𝑥2 + 1 =
2𝑒𝑥

𝑒
+ 0

⬚
⇔
𝑥2 + 1

𝑒𝑥
=
2

𝑒

⬚
⇔ 

𝑓(𝑥) = 𝑓(1)
𝑓 1−1
⇔   𝑥 = 1 

Γ4.  

(α) 

Η συνάρτηση 𝑔 είναι συνεχής, οπότε είναι συνεχής και στο 𝑥𝑜 = 0, 

άρα 𝑔(0) = lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑔(𝑥)  (1)  

Για κάθε 𝑥 ≠ 0: 

   |𝑥𝑔(𝑥) − 𝜂𝜇𝑥| ≤ 𝑥4𝜂𝜇2 (
1

𝑥
)
⬚
⇔ 

−𝑥4𝜂𝜇2 (
1

𝑥
) ≤ 𝑥𝑔(𝑥) − 𝜂𝜇𝑥 ≤ 𝑥4𝜂𝜇2 (

1

𝑥
)
⬚
⇔ 

𝜂𝜇𝑥 − 𝑥4𝜂𝜇2 (
1

𝑥
) ≤ 𝑥𝑔(𝑥) ≤ 𝜂𝜇𝑥 + 𝑥4𝜂𝜇2 (

1

𝑥
)    (2) 



Για κάθε 𝑥 > 0: 

(2)
⬚
⇔

𝜂𝜇𝑥

𝑥
− 𝑥3𝜂𝜇2 (

1

𝑥
) ≤ 𝑔(𝑥) ≤

𝜂𝜇𝑥

𝑥
+ 𝑥3𝜂𝜇2 (

1

𝑥
)   (3) 

Όμως  

lim
𝑥→0+

(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
− 𝑥3𝜂𝜇2 (

1

𝑥
)) = 1 − 0 = 1  

lim
𝑥→0+

(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+ 𝑥3𝜂𝜇2 (

1

𝑥
)) = 1 − 0 = 1 

Άρα από κριτήριο παρεμβολής στην σχέση  (3) έχουμε: 

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = 0
(1)
⇒ 𝑔(0) = 1 

Διότιι, για κάθε 𝑥 ≠ 0, έχουμε: 

|𝑥3𝜂𝜇2 (
1

𝑥
)| = |𝑥3| ∙ |𝜂𝜇2 (

1

𝑥
)| ≤ |𝑥3| ∙ 1 = |𝑥3|, ά𝜌𝛼 

|𝑥3𝜂𝜇2 (
1

𝑥
)| ≤ |𝑥3|

⬚
⇔−|𝑥3| ≤ 𝑥3𝜂𝜇2 (

1

𝑥
) ≤ |𝑥3|, (4)  ό𝜇𝜔𝜍 

lim
𝑥→0
|𝑥3| = 0, lim

𝑥→0
(−|𝑥3|) = 0,   άρα από κριτήριο παρεμβολής στη 

σχέση  (4)   έχουμε:  lim
𝑥→0
(𝑥3𝜂𝜇2 (

1

𝑥
)) =0. 

(β) Αρκεί να δείξουμε ότι στο (0,1) έχει ακριβώς μια ρίζα η εξίσωση: 

𝑓(𝑥) =
𝑔(0)

𝑥𝑒𝑥
⟺ 𝑥𝑒𝑥𝑓(𝑥) − 𝑔(0) = 0

⬚
⇔𝑥𝑒𝑥

𝑥2 + 1

𝑒𝑥
− 1

= 0
⬚
⇔𝑥3 + 𝑥 − 1 = 0 

Θεωρώ συνάρτηση 𝑄(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 − 1, 𝑥 ∈ [0,1] 

𝑄′(𝑥) = 3𝑥2 + 1 > 0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ 𝑅, άρα η συνάρτηση 𝑄 είναι 

γνησίως αύξουσα, οπότε η εξίσωση 𝑄(𝑥) = 0, έχει το πολύ μια 

ρίζα. 

Η 𝑄 είναι στο [0,1] συνεχής ως πολυωνυμική συνάρτηση. 

𝑄(0) = −1 < 0,𝑄(1) = 1 > 0, ά𝜌𝛼 𝑄(0)𝑄(1) < 0, οπότε από 

Θ.Bolzano έχει στο (0,1) τουλάχιστον μια ρίζα η εξίσωση 𝑄(𝑥) = 0. 



Επομένως, έχει στο (0,1) ακριβώς μια ρίζα η εξίσωση 

𝑄(𝑥) = 0
⬚
⇔𝑥3 + 𝑥 − 1 = 0 

ΘΕΜΑ Δ 

( ) ( )22 16 , 0,4x x x x = −  . 

Δ1. Για ( )0,4x  : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 22 2 2 2'

'' 2 2 2

2 2 2 2

2 16 2 4 82 2( 16 ) 2
2 16 2 16 2 16

16 16 16 16

x xx x x
x x x x x x

x x x x

− −− −
 = − + − = − − = = =

− − − −

 

Λύνω :  

𝛦′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥2 = 8
𝑥>0
⇔ 𝑥 = 2√2 

( )
( ) ( )22

0,416 0
' 2 2

2

4 8
0 0 8 0 8 2 2 0 2 2

16

xxx
x x x x x

x

− −
     −        

−
 

 

 

 

 

 

Για 2 2x =   , η συνάρτηση Ε παρουσιάζει τη μέγιστη τιμή της που είναι

( )2 2 16 =  

Δ2.  (α) ( )0,4fD =  

 Για𝑥 ∈ (0, 1 2⁄ ) ∪ (1 2,4⁄ )  : 

( ) ( )( ) ( )2 2 3 216 16 2 2 1f x E x x x x x x − − = −  − + −   

  x -    0              2 2            

4 

( )' x        +       - 

                              





𝑓(𝑥) ⋅ (2𝑥√16 − 𝑥2 −√16 − 𝑥2) = √16 − 𝑥2(2𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) ⇔

𝑓(𝑥) ⋅ (2𝑥 − 1)√16 − 𝑥2 = √16 − 𝑥2(2𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) ⇔
√16−𝑥2(2𝑥−1)≠0 , ∀𝑥∈(0,1 2⁄ )∪(1 2,4⁄ )

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1, 𝑥 ∈ (0, 1 2⁄ ) ∪ (1 2,4⁄ ).

⬚

 

H f είναι συνεxής στο (0,4) , άρα ( ) ( )2

1 1

2 2

1 5
lim lim 1

2 4x x

f f x x
→ →

 
= = + = 

 
 

Συνεπώς ( )
( ) ( )

( )

2

2

1, 0,1 2 1 2,4

1, 0,45 1
,

4 2

x x

f x x x
x

 +  


= = + 
=



 

(β) ( )( ) ( )2 3E f E=  

Θεωρώ τη συνάρτηση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )4 2 2 4 2 3 , [2 2,3]x E x E a E E f E x E a E E x  =  −  + + =  −  + +   

 H   K είναι συνεχής στο [2 2,3]  ( πράξεις συνεχών συναρτήσεων)  

 

(2 2 ,4)

(2 2 ,4)

(2 2 ,4)

2 2 3 4 (3) ( ) (2 2) (1)

2 2 3 4 (3) ( ) (2 2) (2)

2 2 3 4 (3) (2 2) (3)

 

 







        

        

     

 

     ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 (2 2) (2 2) (2 2) 3 0  =  − +  − +  −    

     ( ) ( )( ) ( )( )3 2 (3) (3) 0  =  − +  −   

      (από (1),(2).(3)) 

    Άρα ( ) ( )2 2 3 0   . 

  Από το θεώρημα Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 

( )2 2,3ox  ,  

  ώστε ( ) 0ox =  (4) 

Για κάθε ( )1 2, 2 2,3x x  , με  



( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

(2 2 ,3)

1 2 2 1 2 1

2 1

2 1

4 4

4 2 3 4 2 3

x x x x x x

x E a E E x E a E E

x x

 



         

 −  + +   −  + + 

  

 

΄Αρα  ( )2 2,3   και επομένως η εξίσωση ( ) 0x =  έχει μία το πολύ 

ριζα  

στο ( )2 2,3  (5) 

Από (4) και (5)  προκύπτει ότι υπάρχει μοναδικό ( )2 2,3ox  , 

ώστε  ( ) 0ox = ( )
( ) ( ) ( )( )2 2

4

f
E x

  + +
 = . 

Δ3.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2 2 2 2

4 4

2 2 2

2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4
4

4

1 2 .. 2024( ) ( ) 1 ... ( ) 2023
lim lim

1 1

1 2 2024 1 2 2024
(1 ) (1 ) .. (1 ) (1 ) (1 ) ... (1 )

lim lim
11

(1

x x

x x

x x xf x f x f x

x x

x x x x
x x x x x x

x
x

x

→+ →+

→+ →+

+ + + + + ++ + + + +
= =

+ +

       
+ + + + + + + + + + + +       

       = =
+

+

2 2 2

2 2 2

4

)

1 2 2024
(1 ) (1 ) ... (1 )

1 1 ... 1
lim 2024

1 1
(1 )

x

x x x

x

→+

=

+ + + + + +
+ + +

= = =

+

 

 

 

 


